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Inégalité d'Alexandrov

Dans tout ce probléme, n est un entier au moins égal a 1. On note &, le groupe des
permutations de I, = {1,--- , n}.

On note M, ,(R) I'espace vectoriel des matrices & 7 lignes et p colonnes, a coefficients
réels. Pour une matrice M € M, (R) de coefficients m;;, on notera m; le j-éme vecteur
colonne de M, celui dont les composantes sont (mj;, i =1,--- , n). On écrira ainsi

M = (mq,- -, my).

On remarquera que m;; est indifféremment le coefficient en ligne ¢ et colonne j de
M ainsi que la i-iéme composante de m;. On identifiera une matrice colonne m et le
vecteur de R™ dont les composantes dans la base canonique de R™ sont les coefficients
de m. On note || || la norme euclidienne de R™ et z.y représente le produit scalaire
euclidien de deux vecteurs de R”. On note S la sphére unité de R", c’est-a-dire

S={z/|| =1}

Pour une matrice M € M, »(R), pour i et j éléments de {1,--- , n}, on note M(i|j)
la matrice obtenue en supprimant de M la i-éme ligne et la j-iéme colonne. Pour un
vecteur colonne m, m(j) représente le vecteur colonne m duquel on a 6té la j-ieme
composante.

Soit @ une matrice symétrique réelle de M, ,(R). On note Bg la forme bilinéaire
associée : pour tout z et y de R",

BQ(Q": y) = Qz.y,
et on note ®g la forme quadratique associée : ®g(z) = Bg(z, 7).

Définition 1. Soit V un sous-espace vectoriel de R", on dira que ®q est définie positive
(respectivement positive, respectivement définie négative ) sur V lorsque

®o(z) > 0 pour tout x appartenant ¢ V NS

(respectivement ®g(z) > 0, respectivement ®q(z) < 0). On notera V* (respectivement
Vi, respectivement V=) Uensemble des sous-espaces vectoriels sur lesquels ®q est définie
positive (respectivement positive, respectivement définie négative). On pose

T(®Pg) = ‘gleg.vx)r(dzm V) et s(®g) = ‘r/ré%ag(dlm V),

avec la convention que maxyepdimV = 0.




I Permanents

Définition 2. Pour M = (my,..., m,) € M, »(R), on définit son permanent, noté
per, par

per : (Mn,l(R))" — R

(mla ity mn) = Z M1g(1)M20(2) - - - Mno(n)-
oeB,

On tiendra pour acquis que la forme per est multilinéaire et symétrique, c’est-a-dire
invariante par permutation des vecteurs.

1. Etablir pour tous my, mg, - , m, €éléments de M, ;(R), I'inégalité

n
| per(my, - -+ ,mp)| < nl [T [lm;l.
=1

2. Pour (my,--- ,my,) et (ry, ra--- , r,) éléments de (Mn,l(R)) , établir I'inégalité
suivante :

| per(ma, -+ ,mn) — per(ry, -, 7))

n
<al Yo lmall - llmyzall limg = rjll lrssall - - lirall,
=1

ou l'on convient que

lmall. .. [lmj-1ll = 1 pour j =1 et ||rj41]| .- . ||rall = 1 pour j = n.

3. Montrer la propriété suivante : pour tout j € I,,

perM =3 my per (M(z‘j j)). (1)

i=1
II Formes quadratiques

Dans toute cette partie, @) est une matrice symétrique réelle inversible. On note
sp(@) = (A1,++, M) la suite de ses valeurs propres répétées selon leur multiplicité,
n*(Q) le nombre de termes strictement positifs dans sp(Q) et n~(Q) le nombre de
termes strictement négatifs dans sp(Q).




4. Soit H € V§ et G € V-, montrer que H et G sont en somme directe et que
T(®gQ) + s(Pq) < n.

5. Montrer que r(®g) > n"(Q).
On a alors de méme s(®g) = n™(Q).

6. Montrer que 7(®g) = n*(Q) et que s(®g) =n"(Q).

Soit R une autre matrice symétrique réelle inversible de taille n telle qu'il existe
une constante k satisfaisant la propriété suivante : pour tout = et y de R",

|Bo(z,y) — Br(z,y)| < «llz|l [lyll-

7. Montrer qu’il existe § > 0 tel que r(®g) = r(®g) si k < 4.

IIT Espaces de Lorentz

Définition 3. Soit Q € M, .(R), une matrice symétrique et g la forme quadratique
associée. On dit que (R™, Q) est un espace de Lorentz lorsque les propriétés suivantes
sont vérifiées :

i) @ est inversible,
i) r(®g)=1ets(Pg)=n-1.

On suppose dans cette partie que @ € M, »(R) est telle que (R", Q) soit un espace
de Lorentz. Soit a un vecteur tel que ®g(a) > 0 et b € R™. Soit I'application ¢ définie
par

pw:R—R
p— 20(b+ pa).

8. On suppose, dans cette question, que a et b sont linéairement indépendants.
Montrer qu'il existe au moins une valeur de A telle que

w(A) < 0.

9. Etablir la propriété :
Bqg(a, b)* > 2q(a)®q(b), (2)
avec égalité si et seulement si a et b sont colinéaires.
On pourra s’inspirer de la prewve de l'inégalité de Cauchy-Schwarz.

=




IV Inégalité d’Alexandrov

On veut maintenant établir le théoréme suivant. On note (ej,--- , e,) la base
canonique de R".

Théoréme 1. Soit n un entier supérieur a 2. Soit my,--- , m, des éléments de R" a
composantes strictement positives. Soit @ la matrice symétrique dont les coefficients
sont définis par

Qij = per(my, ma, -+ , Mn_g, €, ej); se b el

Soit Bg et ®q les formes bilinéaires et quadratiques associées a Q) respectivement.
L’espace (R", Q) est un espace de Lorentz.

10. Calculer r(®g) et s(®g) pour n = 2, c'est-a-dire pour
g,
@=(1s)

On suppose le théoréme 1 établi pour tout k < n — 1.

11. Etablir pour tout j de I, I'inégalité :

2
(per(mls vty Mp—3, Mp—_2, C, ej))

2 per(ml, *r0y, Mp—3, Mp—3, Mp—3, ej)
X per(ml; rery, Mp-3, G C, ej)ﬂ (3)

avec égalité si et seulement si c(j) et mn—2(j) sont colinéaires.
Dans les questions 12 et 13, ¢ est un élément de R" tel que Qc = 0.
12. Etablir I'identité :

n
0=Qc.c=) mjn-gper(my,: -+, Mn_3, c, C, &)
i=1

13. Montrer que pour tout j € I,

per(my, -+, Mn_9, C, €;) =0 et per(my,--+ , Mu—2, Mn_2, €j) > 0.



14. En déduire Qc = 0 si et seulement si ¢ = 0.

Soit e = }7IL; e;, pour tout § appartenant & [0, 1], on pose
By(z, y) = per(fmi + (1 —O)e, -+ , Omp_o+ (1 — O)e, z, y).

On note Qp et @y la matrice symétrique et la forme quadratique associées & la forme
bilinéaire symétrique By.

15. Expliciter Qo. Montrer que ses valeurs propres sont (n — 1)! et —(n — 2)! et que

v 7(®g,) =1 ainsi quevs(@QD) =n-—1

16. Soit 6 et 6" deux éléments distincts de [0, 1]. Montrer que, pour tout z et tout Y
de R™,

\Bo(, ) — Ba(z, v)| < nnlld & =[] ’_ijl(iju +VA).

17. Etablir que r(®q,) =1et s(®g,)=n—1.

On pourra raisonner par Uabsurde et considérer .= SuPgepo,110 / 7(Pq,) = 1}

18. Etablir I'inégalité d’Alexandrov qui stipule que pour my,- - - , m,_; vecteurs de
R"™ & coordonnées strictement positives et b vecteur quelconque de R”,

-
(per(ml, o3 M 0 b)) > per(my, -+, Mp_1, Mp_1) per(my,- -+, b, b).

FIN DU PROBLEME



